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A representacdo geométrica dos novos numel

O impasse surgido com a descoberta da solucadbitzaqiermaneceu sem solucdo durante maissgeos. Né
houve nenhum progresso nesse assunto, muito emiesse intervalo, grandes génios da Matematicap
Newton eLeibnitz, tivessem feito extraordinarias descobertas ngpoam matematica dos nimeros reais, rele
ao Calculo Infinitesimal e Integral.

A sistematizacdo da teoria dos numeros imagin&@somecou a ocorrer a partir do final do séculdlX
portanto cerca de 250 anos a partir da época ensupgiram 0s problemas que obrigaram os matemas
considerar a existéncia de umava categoria de numeros

Essa sistematizacdo teve seu principal impulso &eepresentacdo grafica dos nUmeénosginarios, introduzic
inicialmente por Caspar Wessel (174%&18), que a publicou na Academia Dinamarquesai@ecias e Letra
Entretanto, sua obra permaneceu quase que totalmestonhecida, e s6 cem anos depois é que veigiagsar:
o mundo cientifico.

Em 1806, Jean Robert Argand (17682) também publicou um ensaio sobre a represantgeométrica di
imaginarios. Finalmente, o grande matematico ale@ad F. Gauss (177¥855), em 1831, formulou cc
precisdo a “equivaléncia matematica da Geometaanapho dominio do numero complexoy seja, introduz
também a representacao grafica dos nimeros conspleseencialmente a mesma de Wessel e Argand.

Embora Wessdienha sido o primeiro a descobrir essa represimtacmeérito da descoberta ficou associad:
nomes de Gauss e Argand, de modo que o plano dosrasi complexos é usualmente chamad®ldeo de
Argand-Gauss

Por qué é necessario representar 0s novos numerus pland?

De h& muito os nameros reais (racionais e irra@dneram representados graficamente numa retatada
chamado eixo real. Nesse eixo ha uma origem, a spiatribui o valor 0 (zero). Estabelesse-um segmen
unitério, e para a direita marcas®-0s numeros inteiros positivos como multiplosimidade assim definida, e p
a esquerda marcase 0sS numeros inteiros negativos. NUmeros racioeaigacionais também podem
representados nessa reta, as vezes chamaeladeal

Pois bem: constatando a impossibilidade de encomiraeta dos nimeros reais a solucao para auatragda de -
1 (da qual decorreriam todas as outras raizes agaside niUmeros negativos), Gaadsnitiu a hipotese de g
ela se encontrasse no plano, a saber: sobre o weixtical, no ponto de coordenadas 0 eEle chamou es
particular ponto do plano daidade imaginariarepresentando-a pela letra i.

Assim, os novos numeros foram definidos como paréenados de numeros reais, e a representagaoaguat
mesmos consiste em identificar cada par ordengdwn) @m um ponto do plano, cujas coordenadasgelare:
sdo dadas porae b.

2o
imagirario

[=.b]

b
[o,a] a i real

Portanto, aunidade imaginaria é simplesmente o par ordenado (0,1), que € algsgypode visualiz
no plano. Essa visualizacdo foi fundamental pag@ogresso da teoria dos nimeros complexo
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mesmo modo que, na Antiguidade, ocorrera com oeragmegativos, que soé foram plenamente a
guando num eixo orientado assinalaram-se, pararef@gsentacdes gréaficas a esquerda da origem.

Falta verificar, obviamente, qué = -1, o que dependera demoserao definidas as operacdes entre 0s |
nameros, ou seja, entre os pares ordenados.

E interessante conjecturar o que teria levado Gawssr o par i = (0, 1) como uma possivétlade imaginaria
Por que ndo qualquer outro par?

Lembremos que estamos querendo obter a raiz quadeadl. Os numeros reais 1lendo servem, pois elevai
ao quadrado resultam em 1. Ora, esses numerosgajuapresentados no plano cartesiano, coincidema
representacao gréafica dos pares ordenados (1-0)@. Como ndo estamos querendo a raiz quadiedd, nen
de — 9, as alternativas mais provaveis para soldg&aiz quadrada de -1 parecem mesmo se situggombas (0
1) e (0, -1) do plano de Argar@auss, ou talvez em algum ponto de uma circunfex&hecraio unitario centra
na origem.

Enfim, Gauss considerou que o primeiro par, i =ljGseria a talinidade imaginaria Posteriormente, porém, ¢
o desenvolvimento da teoria, verificou-se que ogmsto —i = (0, -1) também é uma raiz quadradald® qui
faltava no campo real esta “sobrando” no campo ¢&xop sera facil, mais adiante, verificar que também
uma raiz quadrada de -1.

Definindo as operagcdes com 0s numeros complexos

Cologuemonos na posicao de Gauss. Temos um novo conjumdrderos, que foi chamado de C (conjuntc
nameros complexos), formado por todos os pareadies (x, y), onde X e y S0 nUmeros reais comuns.

Esses pares ordenados séo representados numfatilitando sua visualizagao.

Nesse conjunto (C) existe um par ordenado muitticpdar, que € i =0, 1). Por algum motivo, estamos supc

gue esse numeirioseratal quei 2=_1 por enquanto, porémmada temos que nos autorize afirmar que €

efetivamente a raiz quadrada de — 1. Para issé,meciso dizeCOMO serdo as operac¢des entre 0s nun
complexos, vale dizer, entre os pares ordenados.

Enumeremos que se deve esperar das operacbesnadediidas em C (conjunto dos numeros complexo§in
de que a transi¢cao do “mundo antigo” para o “mumol®” seja 0 mais suave possivel.

1. Queremos que C contenha R (conjunto dos nUmegezss)

Isso ja temos, mediante a identificacdo que seefidiz um namero real e o par ordenad(x, 0), sendo amb
representados peloesmo pontoo plano de Argand-Gauss. E 0 mesmo que dizer geta &sta contida no plano.

Note que o fato de que um numero rx tem a mesma representacdo grafica que o par aaéra0) foi
suficiente para identificar x com (x, 0). Escreeexs= (X, 0), embordormalmentetenhamos a esquerda
namero de uma dimensao, e a direita um numero aedimensdes.

2. Queremos que C preserve as propriedades ja adlfghra 0s numeros reais

Porque desejamos preservar tais propriedades npocemmplexo? Porque, de acordo com o iteatiina, vimo
gue R é um sub-conjunto de C, mediante a identficajue se faz entre o numero real o par ordenadg, 0) .
N&o teria sentido que uma operacdo de adicdo 6810, entre pares ordenados, ndo funcione nadeamgual
guando restrita a reta real.

Mas o “prolongamentotias propriedades do campo real ao campo complg@endera da forma como for
definidas as operacdes em C, como adicao, multidic, potenciacao, etc.

Propriedades tais como a lei associativa da ad&@&ajsténcia do elemento neutro (zero), a exigéhezoposto
de qualguer numero real e inUmeras outras, certengesejamogue sejam também validas no novo conjun
nameros.

z

Entretanto (e esse € um fato curioso e muitas viegegado), como veremos mais adiante, nem tod
propriedades dos nimeros reais, como por exempjwamiedades de ordem, poderdo ser “estendipas
conjunto dos niumeros imaginarios.

3. Queremos que em C os problemas propostos infedalte, sobre raizes quadradas de ndimeros nega
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insoltveis em R, possuam solucéo C.
Isso também dependera do modo como forem defiaslaperacdes em C.

Qual é nosso ponto de partida?

Ora, tudo o que sabemos a respeito de operacOesgs@tas que jA conhecemos entre niUmeros reagsio
multiplicacéo, potenciagéo, etc., e suas proprieslaguais, como a lei associativa da adicéo e dgpheacao, :
propriedade distributiva da multiplicacdo em retagdadicdo, a chamada "lei do cancelamento”, déexis d
elemento neutro da adicdo e da multiplicacao, sténgdia do inverso de todo nimero ndo nulo, etc.

Igualdade entre pares ordenados
Inicialmente, precisamos dizer quando dois numesaplexos séo iguais. A definicdo é a seguinte:
(a, b) = (c, d) <==> a=c e b=d.

Note que ndo h& nada arbitrario nessa definic&apénas exige que os dois pares sejam represergali
mesmo ponto no plano.

Adicao de pares ordenados
Agora, precisamos dizer o que(&; b) + (c, d) A definicdo é a seguinte:
(a, b) + (c, d) = (a+c, b+d)

Essa definicdo € “boa’ho sentido que veremos a seguir: primeiro, elangargue a soma de dois numi
complexos € ainda um namero complexo (propriedadiechamento); em seguida, ela permite verifiodas a:
propriedadesusuais dos niumeros reais: associatividade, cowidtate, elemento neutro, existéncia do oposto.

Deixamos a cargo do leitor a verificacdo (demonéoa dessas propriedades, o que € um exercicianis
simples.

Por exemplo: o elemento neutro da adicao, facdigigho acima, sera o par (0, 0). Prova:

(a, b) + (0, 0) = (a+0, b+0) = (a, b).

Existéncia do oposto

Note que o oposto do par (a, b-a, -b), visto que a soma deles resulta em (0, 0).

Representamos esse fato, escrevenda; b) = (— a, — b).

A forma algébrica do niumero complexo

Notemos que, dado um namero comp z = (a, b), entdo podemos também escrever:
z=(a, 0)+(0,b)=(a, 0) +b*(0, 1) =a + b.i

Essa é a maneira mais comum de escrever um nlmmexo:z = a + b.i(que é a chamadarma algébricadc
namero complexo).

Deve-se observar que esta implicita nessa formdeatificagdo entrga, 0) e a, por motivo ja explicac
anteriormente. Outra coisa interessante de se éaadentificacdo do p&®d, b) com o produto do nimero real
pelo par(0, 1).

De fato, o produto de um numero real por um paemado € definido dessa maneira, ou seja, resultaal
ordenado cujos membros sdo os respectivos membnoaradrdenado original multiplicados pelo coefitieb.

Isto &, por definicdo, Seé um numero real qualquer, temosA * (a, b) = A*a, A*b)
Subtracao de pares ordenados

Agora podemos definir facilmente a subtracéo dearamcomplexos: se;z= (a, b) e z = (c, d), entdo

2)-2,=2;+(-2)
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isto &, definimos a subragdo entreez, como a soma de,z com o oposto de z Isso, naturalmente, equival
escrever:

(a, b) - (¢, d) = (a-c, b-d)
Multiplicacdo de pares ordenados

Consideremos agora dois nimeros complexps, (a, b) e z = (c, d); como deveriamos definir o produtp*zz

?
2 .

Ha uma certa “tentacdo” de definir assim:
z, * z,= (a*c, b* d)
ou seja, multiplicandse as primeiras coordenadas, e depois as segunal@eradas, para com esses prot

formar o par ordenado resultante.Afinal, na adiffidfeito algo semelhante e 14 funcionou bem. Aldisso
parece mais simples, e de fato é. Neste caso, parémplicidade énganosa

De acordo com essa defini¢do, teriamos, por exemplo
(3,0) * (0, 5) = (3*0, 0*5) = (0, 0)

Ou seja, teriamos o produto de dois nimeros NAO ®iS/ldando como resultado zero, quando entre os g
reais isso ndo ocorre, vigorando ali a chamadadbeCancelamentoue diz: se o produto de dois nimeros
zero, entdo pelo menos um deles deve valer zero.

Ora, ndo queremos que a multiplicacdo em C ocasiomelacdo de qualquer propriedade dePRderiamc
mostrar ainda muitos outros inconvenientes da fidgfd” sugerida inicialmente.

Pois bem, se essa definigcdo ndo serve, entao gualidmos adotar?
Sejaz =(a, b) e w = (c, d). Sabemos que tambéarpos escrever assim:

z=a+Db.i
e
w=c+d.i

Se admitirmosque 2 =

complexos.

-— 1, podemos ter umaocdode como deveria ser definido o produto de nun

Observacéo: estou usando, para representar o ope@dultiplicacéo, tanto o "(ponto) como o "*" (asteriscc
indistintamente.

Vejamos:
z*w=(a, b)*(c,d)=(a+b.i*(c+d.i)
(a@+bi)*(c+di)=a.c+ad.i+b.ci+b.d.i
Como estamosupondague i*i = =1, podemos escrever, agrupando 0s teemoi:
(@+b.)*(c+d.i)=(a.c—b.d) + (a.d + b.C).
Ou, em notacao de pares ordenados:
(a, b) *(c,d)=(a.c—b.d) + (a.d + b.c)
Essa, efetivamente , é a definicdo de produto deméros complexos, ou de pares ordenados.

Agora vejam que interessante: para chegar a efisécde, utilizamos um processo em que, além datifiear

cada nimero real x com o par ordenado (x, 0)g gossidera também como hipétese ique (0, 1¥ = -1, e alér
disso foram usadas também as propriedade assaciaiultiplicacd@ntes mesmo de definir essa operag
em C.

E, por incrivel que pareca, o fato é que a deftmiedotada corresponde ao que dela se estodas a:
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propriedades habituais da multiplicac&o de reais sipreservadas

E uma tarefa simples, porém cheia de detalhedjozgrgque a definicdo acima € inteiramente compatiom a
propriedades associativa, comutativa, distributtésténcia do inverso de um par ordenado nao etdo,

Facam isso; € um bom exercicio. S6 para encamimsiamos a propriedade comutativa. Temos:
(a, b) * (c, d) =(a.c — b.d) + (a.d + b.c)
(c,d) *(a, b) =(c.a—d.b) + (c.b + d.a)

Mas, entre numeros reais, as propriedades comatdéivmultiplicacdo e da adi¢&ao validas. Podemos er
escrever

(c,d)*(a, b) fa.c—b.d) + (a.d + b.c)
Obtemos, entdo, 0 mesmo resultado, mostrando gbgi4c, d) = (c, d) * (a, b)
Deixamos a cargo do leitor a verificagdo das depraigriedades.

A solucéo do enigma

Mas, sera verdade que, com a definicdo adotada, &anos afinali® = 17
Vejamos:
i2=i*i:(0, 1)*(0,1)=(0*0-1*1,0"1 +1*0) - 1,0)=-1

Isso mostra que esta resolvido, em C, o problemeidaquadrada de nimeros reais negativos.
disso, ganhamos outra raiz, que é —i:

(P =) D) =(0,-1)* (0,-1) = (00— (A~ 1), 05 1) + (- 1)*0) = (- 1,0) = -1

No proximo (e ultimo) segmento, mostraremos conmogxbosto até agora, derivam facilmente outroseitoe
importantes da teoria dos nimeros complexesemos também que a identificacdo entre um nuUmesdox e «
par ordenado (X, 0), que sdo representados pelmongsnto no plano de Argar@auss, o que permite
expressao x = (x, 0), pode ser melhor fundamentada.

Final Paagina anterior Inicio
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